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带非线性延迟项的分数阶微分积分方程收敛性

郑伟珊
（韩山师范学院数学与统计学院，广东 潮州 ５２１０４１）

摘　要：采用Ｊａｃｏｂｉ谱配置方法研究带非线性延迟项的分数阶微分积分方程，通过适当的线性变换后利用雅可
比高斯求积公式求近似解和近似导数，并给出严格的误差分析，证明了在无穷范数和加权 Ｌ２加权范数中精确解
与近似解，精确导数与近似导数的误差均呈指数衰减。
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　　分数阶微分积分是关于任意阶微分和积分的理
论，它与整数阶微分积分是统一的，是整数阶微分

积分的推广。整数阶微分积分作为描述经典物理及

相关学科理论的解析数学工具已为人们普遍接受，

不少问题的数学模型最终都归结为整数阶微分积分

方程的定解问题，其无论在理论分析还是数值求解

方面都已有较完善的理论。但当进入到复杂系统和

复杂现象的研究时，经典整数阶微分积分方程对这

些系统的描述将遇到困难，而分数阶微分积分方程

因更好地刻画和描述了自然现象、动态系统的变化

过程而得到了广泛的应用，比如在金融领域，分数

阶微分积分方程可用于描述长时间极限时的对数价

格，可以更好的表现在长时间区间上价格的自然变

动［１］；在医学成像领域，Ｈａｌｌ等［２］指出了 ＭＲＩ数
据在复杂环境如人脑组织环境中的反常扩散现象，

并用一类分数阶微分积分方程进行了模拟；国内学

者王瑞萍等［３］研究分数阶ＰＤ速度控制器的永磁同
步电动机控制问题。此外分数阶微分积分方程也已

经被成功应用于生物、物理、化学、水文、环境等

方向，因此发展分数阶微分积分方程的理论及给出

相应的数值方法具有广阔的应用前景。

目前已有几种求解分数阶微分积分方程的方

法，包括外推法［４］、配置法［５］和 Ａｄｏｍｉａｎ分解方
法［６］，但是只有少数运用数值求解分数阶微分积分

方程的方法，其中大多数是用有限差分方法，而这
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些通常都局限于低维度和有限精度的范围。近年来

谱方法因其高精度受到了广泛的关注。关于谱方法

的文献不少，上海大学郭本瑜等［７］创建了在非均

匀Ｊａｃｏｂｉ权 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间中 Ｊａｃｏｂｉ逼近的正交投影
和配置理论，这对谱方法中的数值误差估计分析具

有重要的作用。香港汤涛等专家提供了大量基本的

谱算法及相应的收敛性及误差分析理论，这些常应

用于实际中的线性和非线性问题。陈艳萍教授等提

出了用 Ｊａｃｏｂｉ谱配置法求解了一类弱奇性 Ｖｏｌｔｅｒｒａ
积分方程，还用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ谱配置法求解具有光滑
核的第二类Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分方程，严格证明该方法误
差呈谱精度收敛，并且近年也将这些方法延拓至分

数阶微分积分方程［８－９］，其中的分数阶导数为 Ｃａ
ｐｕｔｏ导数，无独有偶丁金凤等也研究基于 Ｃａｐｕｔｏ
导数下的含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ
理论［１０］。本文所讨论的分数阶微分积分方程，其

导数和积分分别为 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数和 Ｒｉｅｍａｎｎ
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分，具体为：

ｆ（γ）（ｔ）＝ １
Γ（ｎ－γ）∫

ｔ

ａ

ｆ（ｎ）（τ）
（ｔ－τ）（γ－ｎ＋１）

ｄτ （１）

Ｉγｆ（ｔ）＝ １
Γ（γ）∫

ｔ

ａ
（ｔ－τ）γ－１ｆ（τ）ｄτ （２）

其中ｔ∈ ［ａ，ｂ］，Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数，ｎ为任意
正整数且ｎ－１＜γ＜ｎ。结合式 （１）和式 （２）
可以得到

Ｉγ（ｆ（γ）（ｔ））＝ｆ（ｔ）－∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｆ（ｋ）（ａ）ｔ

ｋ

ｋ！ （３）

下面给出本文所研究的方程形式：

ｙ（γ）（ｔ）＝ｙ（ｔ）＋∫
ｑｔ２

０
Ｋ^（ｔ，τ）ｙ（τ）ｄτ＋ｇ^（ｔ）（４）

其中ｙ（０）＝ｙ０，ｔ∈ ［０，Ｔ］，源函数 ｇ^与核函

数 Ｋ^已知，ｙ（ｔ）未知，ｙ０∈Ｒ。这里假设给定函
数在对应定义域上足够光滑，０≤τ≤ｑｔ２≤ｔ≤Ｔ，ｑ
是一个给定的常数且０＜ｑ＜１，０＜γ＜１。利用
式 （３），方程 （４）的初始条件 ｙ（０）＝ｙ０可记
为：

ｙ（ｔ）－ｙ（０）＝ １
Γ（γ）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）γ－１ｙ（γ）（τ）ｄτ（５）

１　Ｊａｃｏｂｉ配置方法
１１　配置点的设置

令ωα，β（ｘ）＝（１－ｘ）α（１＋ｘ）β为普通意义下的
一个权函数，α，β＞－１，而所有Ｊａｃｏｂｉ多项式基函
数的集合 ｛Ｊα，βｎ （ｘ）｝∞ｎ＝０构建一个完备的正交体系
Ｌ２ωα，β（－１，１），定义如下：

Ｌ２ωα，β（－１，１）＝｛ｖ：ｖ是可测的且 ｖＬ２ωα，β ＜

∞｝，ｖＬ２ωα，β ＝ ∫
１

－１
ｖ（ｘ）２ωα，β（ｘ）ｄ( )ｘ

１
２

对ｕ，ｖ∈Ｌ２ωα，β（－１，１）相应的内积为：

（ｕ，ｖ）ωα，β ＝∫
１

－１
ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）ωα，β（ｘ）ｄｘ

接下来引入Ｈｍωα，β空间，对于非负整数ｍ，
Ｈｍωα，β（－１，１）＝

｛ｖ：ｋｘｖ∈Ｌ
２
ωα，β（－１，１），０≤ｋ≤ｍ｝

相应的范数定义为：

ｖＨｍωα，β（－１，１） ＝ ∑
ｍ

ｋ＝０
ｋｘｖ

２
Ｌ２ωα，β（－１，１

( )
）

１
２

　　对于任意给定的正整数 Ｎ，记全体 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
Ｇａｕｓｓ点为 ｛θｋ｝

Ｎ
ｋ＝０，其权为 ｛ωｋ｝

Ｎ
ｋ＝０，则 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

Ｇｕａｓｓ积分法则为：

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ≈∑

Ｎ

ｋ＝０
ｆ（θｋ）ωｋ （６）

相应地将 ＪａｃｏｂｉＧｕａｓｓ点记为 ｛珓θｋ｝
Ｎ
ｋ＝０，Ｊａｃｏｂｉ权记

为｛ωα，βｋ ｝
Ｎ
ｋ＝０，则ＪａｃｏｂｉＧｕａｓｓ积分法则为

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ωα，β（ｘ）ｄｘ≈∑

Ｎ

ｋ＝０
ｆ（珓θｋ）ωα

，β
ｋ （７）

１２　积分区间的转换
下面对式 （４）和式 （５）进行变量代换，令ｔ

＝Ｔ２（１＋ｘ），τ＝
Ｔ
２（１＋ｓ），倘若再记

ｕ（ｘ）＝ｙＴ
２（１＋ｘ( )），

ｕ（γ）（ｘ）＝ｙ（γ） Ｔ
２（１＋ｘ( )），

ｇ（ｘ）＝ｇ^ Ｔ
２（１＋ｘ( )），

Ｋ（ｘ，ｓ）＝Ｔ２Ｋ^
Ｔ
２（１＋ｘ），

Ｔ
２（１＋ｓ( )）

则有

ｕ（γ）（ｘ）＝ｕ（ｘ）＋∫ｑＴ（１＋ｘ）
２

２ －１

－１
Ｋ（ｘ，ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ＋ｇ（ｘ）

（８）
ｕ（ｘ）－ｕ（－１）＝

１
Γ（γ）

Ｔ( )２
γ∫
ｘ

－１
（ｘ－ｓ）γ－１ｕ（γ）（ｓ）ｄｓ （９）

其中ｘ∈ ［－１，１］，若令－μ＝γ－１，用｛ｘｉ｝
Ｎ
ｉ＝０

表示一组配置点，它是 Ｎ＋１个 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点，
相应的权记为ω－μ，－μ，则方程 （８）和方程 （９）在
配置点ｘｉ上显然成立：

ｕ（γ）（ｘｉ）＝

ｕ（ｘｉ）＋∫
ｑＴ（１＋ｘｉ）

２

２ －１

－１
Ｋ（ｘｉ，ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ＋ｇ（ｘｉ）

　（１０）

６５



　第 １期 郑伟珊：带非线性延迟项的分数阶微分积分方程收敛性

ｕ（ｘｉ）＝

ｕ（－１）＋ １
Γ（γ）

Ｔ( )２
γ∫
ｘｉ

－１
（ｘｉ－珓ｓ）

－μｕ（γ）（珓ｓ）ｄ珓ｓ

（１１）
对于方程 （１０）和方程 （１１），当 ｘｉ很小时，对
ｕ（ｓ），ｕ（γ）（珓ｓ）几乎没有可以应用的信息，故要获
得高阶精度特别困难，为此通过如下线性变换将两

积分区间转化成固定区间 ［－１，１］，令

ｓ（ｘ，θ）＝ｑＴ（１＋ｘ）
２

４ θ＋ｑＴ（１＋ｘ）
２

４ －１

　（１２）

珓ｓ（ｘ，θ）＝１＋ｘ２ θ＋
ｘ－１
２ （１３）

其中 －１≤ θ≤１，则方程 （１０）和方程 （１１）可
以重记为：

ｕ（γ）（ｘｉ）＝

ｕ（ｘｉ）＋∫
１

－１
珘Ｋ（ｘｉ，ｓ（ｘｉ，θ））ｕ（ｓ（ｘｉ，θ））ｄθ＋ｇ（ｘｉ）

（１４）

ｕ（ｘｉ）＝ｕ（－１）＋
Ｔγ

Γ（γ）
１＋ｘｉ( )４

γ

·

∫
１

－１
（１－θ）－μｕ（γ）（珓ｓ（ｘｉ，θ））ｄθ （１５）

其中 珘Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））＝ｑＴ（１＋ｘ）２ Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））。

１３　运用高斯求积公式求近似解
下面应用高斯积分法则近似处理方程 （１４）

和方程 （１５），首先对于方程 （１４），用 ｌｅｇｅｎｄｒｅ
Ｇａｕｓｓ积分法则 （６）近似计算：

ｕ（γ）（ｘｉ）≈ｕ（ｘｉ）＋∑
Ｎ

ｋ＝０

珘Ｋ（ｘｉ，ｓ（ｘｉ，θｋ））·

ｕ（ｓ（ｘｉ，θｋ））ωｋ＋ｇ（ｘｉ） （１６）
而相应方程 （１５）可近似为：

ｕ（ｘｉ）≈ｕ（－１）＋
Ｔγ

Γ（γ）
１＋ｘｉ( )４

γ

·

∑
Ｎ

ｋ＝０
ｕ（γ）（ｓ（ｘｉ，珓θｋ））ω

－ｕ，０
ｋ （１７）

其中｛珓θｋ｝
Ｎ
ｋ＝０是一组 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点，相应的权为

｛ω－μ，０ｋ ｝Ｎｋ＝０。

用ｕｉ≈ｕ（ｘｉ），ｕγｉ≈ｕ
（γ）（ｘｉ），０≤ｉ≤Ｎ，并且

记

Ｕ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｕｊＦｊ（ｘ），Ｕγ（ｘ）＝∑

Ｎ

ｊ＝０
ｕγｊＦｊ（ｘ）

（１８）
其中 Ｆｊ（ｘ），ｊ＝０，１，…，Ｎ是以 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点
｛ｘｉ｝

Ｎ
ｉ＝０为插值点的Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，Ｊａｃｏｂｉ谱

配置方法即寻求Ｕ（ｘ），Ｕγ（ｘ）使得满足如下方程：

ｕγｉ ＝ｕｉ＋∑
Ｎ

ｋ＝０

珘Ｋ（ｘｉ，ｓ（ｘｉ，θｋ））·

Ｕ（ｓ（ｘｉ，θｋ））ωｋ＋ｇ（ｘｉ）＝

ｕｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝０
ｕｊ∑

Ｎ

ｋ＝０

珘Ｋ（ｘｉ，ｓ（ｘｉ，θｋ( )）·

Ｆｊ（ｓ（ｘｉ，θｋ））ω
０，０
ｋ ）＋ｇ（ｘｉ） （１９）

ｕｉ＝ｕ（－１）＋
Ｔγ

Γ（γ）
１＋ｘｉ( )４

γ

·

∑
Ｎ

ｋ＝０
ｕγ（珓ｓ（ｘｉ，珓θｋ( )）ω－ｕ，０ｋ ）＝

ｕ（－１）＋ Ｔγ

Γ（γ）
１＋ｘｉ( )４

γ

·

∑
Ｎ

ｊ＝０
ｕγｊ（∑

Ｎ

ｋ＝０
Ｆｊ（珓ｓ（ｘｉ，珓θｋ））ω

－ｕ，０
ｋ ） （２０）

２　基本引理
在这一节将介绍一些在对随后定理证明有帮助

的引理，这里Ｉ＝（－１，１）。
引理１［１１］　假设用带 Ｊａｃｏｂｉ权 Ｎ＋１个点的

Ｇａｕｓｓ积分公式计算 ｕφ的积分，其中，ｕ∈
Ｈｍωα，β（Ｉ），ｍ≥１，－１＜α，β＜１，且φ∈ＰＮ，则存
在一个不依赖Ｎ与的常数Ｃ，使得

（ｕ，φ）ωα，β－（ｕ，φ）Ｎ ≤ＣＮ
－ｍ ｕＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ） φＬ２ωα，β（Ｉ）

（２１）
其中

ｕＨｍ，Ｎ
ωα，β

（Ｉ） ＝
　
　∑

ｍ

ｊ＝ｍｉｎ（ｍ，Ｎ＋１）
（ｊ）ｘ ｕ

２
Ｌ２ωα，β（Ｉ( )）

１
２
（２２）

（ｕ，φ）Ｎ ＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｕ（ｘｊ）φ（ｘｊ）ωｊ （２３）

　　引理２［１１－１２］　假设ｕ∈Ｈｍω－μ，－μ（Ｉ），并用ＩＮｕ表
示以Ｎ＋１个权为ω－μ，－μ的 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点 ｛ｘｉ｝

Ｎ
ｉ＝０

为 插 值 基 点 的 插 值 多 项 式， 即 ＩＮｕ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝０
ｕ（ｘｉ）Ｆｉ（ｘ），则

ｕ－ＩＮｕＬ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤ＣＮ－ｍ ｕＨｍ，Ｎω－μ，－μ（Ｉ）

（２４）

ｕ－ＩＮｕＬ∞（Ｉ）≤

ＣＮ１－μ－ｍ ｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）
， ０≤μ＜１２，

ＣＮ
１
２－ｍｌｏｇＮｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

，
１
２≤μ＜

{ １
（２５）

这里ωｃ ＝ω－
１
２，－

１
２。

引理３［１３］　假设 ｛Ｆｊ（ｘ）｝
Ｎ
ｊ＝０是以 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ

点为插值基点的Ｌａｇｒａｎｇｅ插值多项式，则

７５



中山大学学报 （自然科学版） 第５７卷　

ＩＮ Ｌ∞（Ｉ）≤ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］
∑
Ｎ

ｊ＝０
Ｆｊ（ｘ） ＝

Ｏ（Ｎ
１
２－μ），　０≤μ＜１２，

Ｏ（ｌｏｇＮ），　 １２≤μ＜
{ １

（２６）

　　引理４［１４］　假设 ｕ（ｘ）是一个定义在 ［－１，
１］上的非负局部可积函数满足：ｕ（ｘ）≤ ｖ（ｘ）＋

Ｌ∫
ｘ

－１
ｕ（τ）ｄτ，这里Ｌ≥０是一个常数，ｖ（ｘ）也是一

个可积函数，则存在一个常数 Ｃ使得 ｕ（ｘ）≤

ｖ（ｘ）＋Ｃ∫
ｘ

－１
ｖ（τ）ｄτ，且

ｕ（ｘ）Ｌ∞（－１，１）≤Ｃｖ（ｘ）Ｌ∞（－１，１） （２７）

ｕ（ｘ）Ｌｐωα，β（－１，１）
≤Ｃｖ（ｘ）Ｌｐωα，β（－１，１）

（２８）

　　引理５　如果一个非负可积函数 Ｅ（ｘ）满足

Ｅ（ｘ）≤Ｌ∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
Ｅ（τ）ｄτ＋Ｊ（ｘ），其中－１≤ ｘ≤

１，Ｊ（ｘ）是一个可积函数，则存在一个常数 Ｃ使
得

ＥＬ∞（－１，１）≤ＣＪＬ∞（－１，１） （２９）

ＥＬｐωα，β（－１，１）
≤ＣＪＬｐωα，β（－１，１）

（３０）

　　证明　因为
ｑＴ（１＋ｘ）２

２ －１＝２Ｔｑ
Ｔ
２（１＋ｘ( )）２

－１＝

２
Ｔｑｔ

２－１≤ ２Ｔｔ－１＝
２
Ｔ
Ｔ
２（１＋ｘ）－１＝ｘ

故有

Ｅ（ｘ）≤Ｌ∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
Ｅ（τ）ｄτ＋Ｊ（ｘ）≤

Ｌ∫
ｘ

－１
Ｅ（τ）ｄτ＋Ｊ（ｘ）

再由引理４获得所要证明结论。
引理６［１５－１６］　对于一个非负整数 ｒ和 ｋ∈ （０，

１），存在一个常数Ｃｒ，ｋ ＞０，使得对于任意函数ｖ∈
Ｃｒ，ｋ（［－１，１］）都存在一个多项式函数 ＴＮｖ∈ ＰＮ，
使得

ｖ－ＴＮｖＬ∞（Ｉ）≤Ｃｒ，ｋＮ
－（ｒ＋ｋ） ｖｒ，ｋ （３１）

其中 · ｒ，ｋ是在 Ｃ
ｒ，ｋ（［－１，１］）空间的标准范数，

而ＴＮ是一个从Ｃ
ｒ，ｋ（［－１，１］）映到ＰＮ的线性算子。

引理７［１７　ｋ∈（０，１），０＜ｋ＜１－μ，定义

Ｍ：（Ｍｖ）（ｘ）＝∫
ｘ

－１
（ｘ－τ）－μＫ（ｘ，τ）ｖ（τ）ｄτ

则对于任意函数ｖ∈Ｃ（［－１，１］），都存在一个正的
常数Ｃ使得

Ｍｖ（ｘ′）－Ｍｖ（ｘ″）
ｘ′－ｘ″ｋ

≤Ｃ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

ｖ（ｘ）

这里任意的ｘ′，ｘ″∈［－１，１］且ｘ′≠ ｘ″，这意味着
Ｍｖ０，ｋ≤Ｃ ｍａｘｘ∈［－１，１］

ｖ（ｘ）。

引理８［１８］　对于每个有界函数 ｖ，都存在一个
独立于ｖ的常数Ｃ，使得

ｓｕｐ
Ｎ ∑

Ｎ

ｊ＝０
ｖ（ｘｊ）Ｆｊ（ｘ）Ｌ２ωα，β（Ｉ）

≤Ｃ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

ｖ（ｘ）

　　引理９［１９］　对所有可测函数ｆ≥０，当１＜ｐ≤
ｑ＜∞时，都有如下广义Ｈａｒｄｙ不等式

∫
ｂ

ａ
（Ｔｆ）（ｘ）ｑｕ（ｘ）ｄ( )ｘ

１
ｑ≤

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｐｖ（ｘ）ｄ( )ｘ

１
ｐ

成立当且仅当 ｓｕｐ
ａ＜ｘ＜ｂ∫

ｂ

ｘ
ｕ（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｑ∫

ｘ

ａ
ｖ１－ｐ′（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｐ′ ＜

∞，ｐ′＝ ｐ
ｐ－１，这里的函数Ｔ是一个算子：（Ｔｆ）（ｘ）

＝∫
ｘ

ａ
ｋ（ｘ，ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ，其中函数 ｋ（ｘ，ｔ）是一个给定的

核函数，ｕ和ｖ都是非负的权函数且 －∞≤ａ＜ｂ≤
∞。

３　收敛分析
本节将进行收敛性分析，其目标是证明方程的

精确解与逼近解以及精确导数与逼近导数之间的误

差均呈指数收敛。首先将 Ｌ∞（Ｉ）空间上的进行收
敛性分析。

定理１　令ｕ（ｘ）是分数阶微分积分方程 （８）
和 （９）的精确解，并假定足够光滑，倘若 Ｕ（ｘ）
和Ｕγ（ｘ）是通过谱配置方法由方程 （１８）联合方
程 （１９），（２０）所获得的逼近解及逼近导数，如果
０＜γ＜１，ｕ∈Ｈｍ＋１ω－μ，－μ（Ｉ），则有

Ｕγ（ｘ）－ｕ（γ）（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮγ－
１
２－ｍ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋Ｎ

１
２Ω），　 １２ ＜γ＜１，

ＣＮ－ｍｌｏｇＮ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋Ｎ
１
２Ω），　０＜γ≤ １{

２
（３２）

Ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮγ－
１
２－ｍ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋Ｎ

１
２Ω），　 １２ ＜γ＜１，

ＣＮ－ｍｌｏｇＮ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋Ｎ
１
２Ω），　０＜γ≤ １{

２
（３３）

其中Ｎ足够大，Ｃ是独立于 Ｎ但依赖 Ｋ（ｘ，ｓ）和 μ
的常数，

Ｋ ＝ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））Ｈ
ｍ，Ｍ
ω０，０（Ｉ）

（３４）

８５
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Ω ＝ ｕ（γ） Ｈｍ，Ｍωｃ（Ｉ）
＋ ｕＨｍ，Ｍωｃ（Ｉ）

（３５）

　　证明　利用离散内积 （２３），令
（珘Ｋ（ｘｉ，ｓ（ｘｉ，·）），φ（ｓ（ｘｉ，·）））Ｎ ＝

∑
Ｎ

ｋ＝０

珘Ｋ（ｘｉ，ｓ（ｘｉ，θｋ））φ（ｓ（ｘｉ，θｋ））ωｋ （３６）

又由于Ｕγ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｕγｊＦｊ（ｘ）∈ＰＮ，有

∫
１

－１
（１－θ）－μＵγ（ｓ）ｄｓ＝∑

Ｎ

ｋ＝０
Ｕγ（ｓ（ｘｉ，珓θｋ））ω－μ，０ｋ

因此数值方法 （１９）和 （２０）可以写为
ｕγｉ ＝ｕｉ＋（珘Ｋ（ｘｉ，ｓ），Ｕ（ｓ））Ｎ ＋ｇ（ｘｉ） （３７）

ｕｉ＝
Ｔγ

Γ（γ）
１＋ｘｉ( )４

γ

·

∫
１

－１
（１－θ）－μＵγ（ｓ）ｄｓ＋ｕ（－１） （３８）

进一步可将式 （３７）化为：
ｕγｉ ＝ｕｉ＋（珘Ｋ（ｘｉ，ｓ），Ｕ（ｓ））ω０，０＋ｇ（ｘｉ）＋Ｉｉ，１

（３９）
其 中 Ｉｉ，１ ＝ （珘Ｋ（ｘｉ，ｓ），Ｕ（ｓ））Ｎ － （珘Ｋ（ｘｉ，ｓ），
Ｕ（ｓ））ω０，０。

记误差函数 ｅ（ｘ）＝Ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ），ｅγ（ｘ）＝
Ｕγ（ｘ）

!

ｕ（γ）（ｘ），利用引理１，有
Ｉｉ，１（ｘ）≤

ＣＮ－ｍ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

珘Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））Ｈｍ，Ｎ
ω０，０
（Ｉ） ＵＬ２（Ｉ）≤

ＣＮ－ｍ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））Ｈｍ，Ｎ
ω０，０
（Ｉ）·

（ｕＬ２（Ｉ）＋ ｅＬ∞（Ｉ）） （４０）
再由式 （１２）和式 （１３）知，式 （３９）和式
（３８）分别可以化为

ｕγｉ ＝ｕｉ＋∫
ｑＴ（１＋ｘｉ）

２

２ －１

－１
Ｋ（ｘｉ，ｓ）Ｕ（ｓ）ｄｓ＋ｇ（ｘｉ）＋Ｉｉ，１

（４１）

ｕｉ＝
１
Γ（γ）

Τ( )２
γ∫
ｘｉ

－１
（ｘｉ－ｓ）

－μＵγ（ｓ）ｄｓ＋ｕ（－１）

（４２）

在式 （４１）和式 （４２）两边同乘以∑
Ｎ

ｊ＝０
Ｆｊ（ｘ）并利

用式 （８）和式 （９）得：

ｅγ（ｘ）＝ｅ（ｘ）＋∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
Ｋ（ｘ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ＋∑

４

ｊ＝１
Ｊｊ（ｘ）

（４３）

ｅ（ｘ）＝ １
Γ（γ）

Τ( )２
γ
·

∫
ｘ

－１
（ｘ－ｓ）－μｅγ（ｓ）ｄｓ＋Ｊ２（ｘ）＋Ｊ５（ｘ） （４４）

这里

Ｊ１（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｉｉ，１Ｆｉ（ｘ），Ｊ２（ｘ）＝ｕ（ｘ）－ＩＮｕ（ｘ），

Ｊ３（ｘ）＝ＩＮｕ
（γ）（ｘ）－ｕ（γ）（ｘ），

Ｊ４（ｘ）＝ＩＮ∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
Ｋ（ｘ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ－

∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
Ｋ（ｘ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ，

Ｊ５（ｘ）＝
１
Γ（γ）

Τ( )２
γ
·

ＩＮ∫
ｘ

－１
（ｘ－ｓ）－μｅγ（ｓ）ｄｓ－∫

ｘ

－１
（ｘ－ｓ）－μｅγ（ｓ）ｄ( )ｓ

把式 （４４）代入式 （４３）中的积分项，紧接着在

第一项的二重积分中先令ｓ＝ｑＴ（１＋ξ）
２

２ －１，再令

ｚ＝ｑＴ（１＋τ）
２

２ －１，然后再根据Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ公式

∫
ｘ

－１∫
τ

－１
Φ（τ，ξ）ｄξｄτ＝∫

ｘ

－１∫
ｘ

ξ
Φ（τ，ξ）ｄτｄξ

得

ｅγ（ｘ）≤ＬｑＴ（１＋ξ）·

∫
ｘ

－１
ｅγ ｑＴ（１＋ξ）

２

２ －( )１ ｄξ＋Ｍ Ｊ（ｘ） （４５）

这里 Ｌ和 Ｍ 是正的常数， Ｊ（ｘ） ＝ ｅ（ｘ） ＋

∑
５

ｊ＝１
Ｊｊ（ｘ），而又因为

ＭｑＴ（１＋ξ）∫
ｘ

－１
ｅγ ｑＴ（１＋ξ）

２

２ －( )１ ｄξ＝

Ｍ∫
Ｘ

－１
ｅγ ｑΤ１＋( )ξ２

２ －( )１ ｄｑＴ１＋( )ξ２
２ －( )１ ＝

Ｍ∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
ｅγ（ｓ）ｄｓ

故由引理５有

ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ ｅ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
４

ｊ＝１
ＪｊＬ∞（Ｉ( )

）

（４６）
再由式 （４４）有

ｅ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
ｊ＝２，５

ＪｊＬ∞（Ｉ( )
）

（４７）
综上得

ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ∑
５

ｊ＝１
ＪｊＬ∞（Ｉ） （４８）

ｅ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ∑
５

ｊ＝１
ＪｊＬ∞（Ｉ） （４９）

　　下面对式 （４８）及式 （４９）右端逐项进行误
差估计，首先利用引理 ３、式 （４０）和式 （４９），
有

９５
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Ｊ１ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－μｍａｘ

０≤ｉ≤Ｎ
Ｉｉ，１ ，　０＜μ＜

１
２，

ＣｌｏｇＮｍａｘ
０≤ｉ≤Ｎ

Ｉｉ，１ ，　
１
２≤μ＜１

{ ≤

ＣＮ
１
２－μ－ｍ ｍａｘ

ｘ∈［－１，１］
Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））Ｈｍ，Ｎ

ω０，０
（ｕＬ２（Ｉ）＋

　　 ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
ｊ＝２，５

Ｊｊ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）），０＜μ＜
１
２，

ＣＮ－ｍｌｏｇＮｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

Ｋ（ｘ，ｓ（ｘ，θ））Ｈｍ，Ｎ
ω０，０
（ｕＬ２（Ｉ）＋

ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
ｊ＝２，５

Ｊｊ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）），
１
２≤μ＜













 １

（５０）
又由引理２中的式 （２５）有

Ｊ２ Ｌ∞（Ｉ）≤
ＣＮ１－μ－ｍ ｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

，０＜μ＜１２，

ＣＮ
１
２－ｍｌｏｇＮｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

，
１
２≤μ＜

{ １

（５１）

Ｊ３ Ｌ∞（Ｉ）≤
ＣＮ１－μ－ｍ ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

，０＜μ＜１２，

ＣＮ
１
２－ｍｌｏｇＮｕ（γ） Ｈｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

，
１
２≤μ＜

{ １

再次利用引理２中的式 （２５），并令ｍ＝１，有
Ｊ４ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ－μ∫
ｑＴ（１＋ｘ）２

２ －１

－１
Ｋ（ｘ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ

Ｈ
１，Ｎ
ωｃ（－１，１）

，

０＜μ＜１２，

ＣＮ－
１
２ｌｏｇＮ∫

ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
Ｋ（ｘ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ

Ｈ１，Ｎωｃ（－１，１）

，

１
２≤μ＜















 １

≤

ＣＮ－μ ｅＬ∞（Ｉ），０＜μ＜
１
２，

ＣＮ－
１
２ｌｏｇＮｅＬ∞（Ｉ），

１
２≤μ＜

{ １
≤

ＣＮ－μ（ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
ｊ＝２，５

Ｊｊ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ），

０＜μ＜１２，

ＣＮ－
１
２ｌｏｇＮ（ｅγ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑

ｊ＝２，５
Ｊｊ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ），

１
２≤μ＜













 １

（５２）

现估 计 Ｊ５ （ｘ），根 据 引 理 ７令 Ｋ（ｘ，τ） ＝
１
Γ（γ）

Ｔ( )２
γ
，同时利用引理３，引理６，有

Ｊ５ Ｌ∞（Ｉ） ＝ （ＩＮ －Ｉ）Ｍｅγ Ｌ∞（Ｉ） ＝

（ＩＮ －Ｉ）（Ｍｅγ－ＴＮＭｅγ）Ｌ∞（Ｉ）≤

（１＋ ＩＮ Ｌ∞（Ｉ））ＣＮ
－ｋ Ｍｅγ ０，ｋ≤

ＣＮ
１
２－μ－ｋ ｅγ Ｌ∞（Ｉ），　０＜μ＜

１
２，

ＣＮ－ｋｌｏｇＮｅγ Ｌ∞（Ｉ），
１
２≤μ＜

{ １
（５３）

最后一个不等式，我们在以下情况下使用引理６
１
２－μ＜ｋ＜１－μ，０＜μ＜

１
２，

０＜ｋ＜１－μ，１２≤μ＜
{ １

假设Ｎ足够大，由式 （５０） －式 （５３），有
Ｕγ（ｘ）－ｕ（γ）（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－μ－ｍ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋

Ｎ
１
２（ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）
）），　

０＜μ＜１２，

ＣＮ－ｍｌｏｇＮ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋

Ｎ
１
２（ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）
）），

１
２≤μ＜１



















；

Ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－μ－ｍ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋　　　

　Ｎ
１
２（ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）
）），

　　　０＜μ＜１２，

ＣＮ－ｍｌｏｇＮ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋

　Ｎ
１
２（ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＨｍ，Ｎωｃ（Ｉ）
）），

　　　 １２≤μ＜

















 １

由γ＝１－μ可以得到所需的估计 （３２）和 （３３）。
接下来将在Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）上进行收敛性分析。

定理２　如果定理１中给出的假设成立，且 Ｎ
足够大，则有

Ｕγ（ｘ）－ｕ（γ）（ｘ）Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

０６
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ＣＮ－ｍ（Ｖ１＋Ｎγ
－１２－ｋＶ２＋Ｖ３＋Ｎγ

－ｋΩ），

　　　　　 １２ ＜γ＜１，

ＣＮ－ｍ（Ｖ１＋Ｎ
－ｋｌｏｇＮＶ２＋Ｖ３＋Ｎ

１
２－ｋｌｏｇＮΩ），

　　　　　０＜γ≤











 １

２
（５４）

Ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ）Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

ＣＮ－ｍ（Ｖ１＋Ｎγ
－１２－ｋＶ２＋Ｖ３＋Ｎγ

－ｋΩ），

　　　　　 １２ ＜γ＜１，

ＣＮ－ｍ（Ｖ１＋Ｎ
－ｋｌｏｇＮＶ２＋Ｖ３＋Ｎ

１
２－ｋｌｏｇＮΩ），

　　　　　０＜γ≤











 １

２
（５５）

这里ｋ∈（０，γ），Ｃ是独立于Ｎ的常数，而
Ｖ１ ＝Ｋ（ｕＬ２（Ｉ）＋ ｕ

（γ）
Ｈ１，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＨ１，Ｎωｃ（Ｉ）
），

Ｖ２ ＝Ｋ ｕＬ２（Ｉ），

Ｖ３ ＝ ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎω－μ，－μ（Ｉ）
＋ ｕＨｍ，Ｎω－μ，－μ（Ｉ）

　　证明　根据式 （４４）和式 （４５），利用引理５
的结论和引理９广义的Ｈａｒｄｙ不等式有

ｅγ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤Ｃ∑

５

ｊ＝１
ＪｊＬ２ω－μ，－μ（Ｉ） （５６）

ｅＬ２ω－μ，－μ（Ｉ）≤Ｃ∑
５

ｊ＝１
ＪｊＬ２ω－μ，－μ（Ｉ） （５７）

现在使用引理８，可得
Ｊ１ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）

≤Ｃ ｍａｘ
ｘ∈［－１，１］

Ｉ（ｘ）≤

ＣＮ－ｍＫ（ｕＬ２（Ｉ）＋ ｅＬ∞（Ｉ）） （５８）
再根据定理１（令ｍ＝１）的收敛结果，有
ｅＬ∞（Ｉ）≤Ｃ（ｕ

（γ）
Ｈ１，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＨ１，Ｎωｃ（Ｉ）
＋ ｕＬ２（Ｉ））

故

Ｊ１ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

ＣＮ－ｍＫ（ｕ（γ） Ｈ１，Ｎωｃ（Ｉ）
＋ ｕＨ１，Ｎωｃ（Ｉ）

＋ ｕＬ２（Ｉ））

（５９）
由引理２中的式 （２４）可以得到

Ｊ２ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤ＣＮ－ｍ ｕＨｍ，Ｎω－μ，－μ（Ｉ）

，

Ｊ３ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤ＣＮ－ｍ ｕ（γ） Ｈｍ，Ｎω－μ，－μ（Ｉ）

（６０）
对于Ｊ４（ｘ）的估计，使用引理２中的式 （２４）并令
ｍ＝１时，得

Ｊ４ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

ＣＮ－１∫
ｑＴ（１＋ｘ）２
２ －１

－１
ｋ（ｘ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ

Ｈ１，Ｎω－μ，－μ（Ｉ）
≤

ＣＮ－１ ｅＬ２ω－μ，－μ （６１）

对于Ｊ５（ｘ）的估计，借助引理６，引理７和引理８，
且当ｋ∈（０，１－μ）有

Ｊ５ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
＝ （ＩＮ －Ｉ）Ｍｅγ Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）

＝

（ＩＮ －Ｉ）（Ｍｅγ－ＴＮＭｅγ） Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

ＩＮ（Ｍｅγ－ＴＮｅγ） Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
＋

（Ｍｅγ－ＴＮｅγ） Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

Ｃ（Ｍｅγ－ＴＮｅγ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ－ｋ Ｍｅγ ０，ｋ≤ＣＮ
－ｋ ｅγ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－μ－ｍ－ｋ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋Ｎ

１
２Ω），

０＜μ＜ １２，

ＣＮ－ｍ－ｋｌｏｇＮ（Ｋ ｕＬ２（Ｉ）＋Ｎ
１
２Ω，

１
２≤μ＜













 １

（６２）

最后一个不等号利用定理１的收敛性结果，故
当Ｎ足够大，联合式 （５６） － （５７）、式 （５９）
－（６２）即可得定理所要证明的结论 （５４）和
（５５），其中γ＝１－μ。
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